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I teoremi di Talete

Un diametro divide il cerchio in due

parti uguali

Angoli inscritti in una semicirconferenza

sono retti

Gli angoli alla base di un triangolo

isoscele sono uguali (pons asinorum)

Angoli opposti al vertice sono uguali
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terra

fuoco

acqua

aria

etere

(modello di universo)

I solidi platonici



Mosaici

Rosoni, fregi e mosaici nell’Alhambra

Rosoni

Fregi
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Disposizione, collocazione ordinata e armonica delle parti che   

costituiscono un insieme. 

Sinonimi: armonia, equilibrio, proporzione.

(fig.)

Che cos’è la simmetria ?

proprietà di figure geometriche in cui i punti corrispondenti 

si trovano allineati da parti opposte e alla stessa distanza 

rispetto a un punto (detto centro di simmetria), a una retta 

(asse di simmetria) o ad un piano.

Dal greco Syn “con, insieme” e un derivato di metron, “misura”(etim.)

Le simmetrie di una figura piana F sono le isometrie T del piano 

che lasciano inalterata la figura: T(F) = F
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La vera bellezza è una deliberata, parziale, rottura di simmetria

(proverbio Zen)

(Saqqara, XXV a.C.)



Mathesis Bergamo – 13 dicembre 2019

“Quanta” simmetria ha una figura?

σ

τ

I numeri misurano quantità. I gruppi misurano la simmetria perché

tengono conto della struttura che ha l'insieme delle trasformazioni

(composizione e parità).

isometria sinistrorsa isometria destrorsa

Gruppo di isometrie
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Classificazione delle isometrie piane
Teorema: le uniche isometrie piane sono traslazioni, rotazioni, riflessioni e 

glissoriflessioni. Le traslazioni e le rotazioni non alterano la orientazione 

delle figure (sono pari, o destrorse), le riflessioni e le glissoriflessioni

sono isometrie dispari, o sinistrorse.

rotazione

riflessione

……

traslazione
…….

glissoriflessione
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Definizione: un gruppo G di isometrie piane è detto discreto se non   
contiene rotazioni o traslazioni arbitrariamente piccole, cioè se per ogni 
punto A del piano esiste un cerchio di centro A e (raggio rA) in cui non 
sono contenuti altri punti dell’orbita di A:

{g(A)| per ogni g є A}

Gruppi discreti di isometrie
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Il principio del caleidoscopio

Ogni gruppo discreto di isometrie piane è il gruppo di simmetria

di una figura.
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Gruppi finiti di isometrie piane

Teorema (di punto fisso): il gruppo discreto di isometrie piane G è 

finito se e solo se ha almeno un punto fisso (e quindi è una 

rotazione oppure una riflessione)

𝑃 =
1

𝑛
(A + B + C + D + E)
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…………

Rosoni, fregi e mosaici
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Rosoni

Egitto pre-dinasticoMaya

Variazioni sul tema del sole -

Neolitico superiore



Mathesis Bergamo – 13 dicembre 2019

Bernini, originale della pianta di S. Pietro –

XVII secolo

Alhambra di Granada –

XIII-XIV secolo

Teorema di Leonardo: ogni gruppo

di rosoni è un gruppo diedrale

oppure ciclico finito
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D3={σ, ρ| σ2=ρ3=id, ρ2σ=σρ}

D4={σ, ρ| σ2=ρ4=id, ρ3σ=σρ}

.............

Dn={σ, ρ| σ2=ρn=id, ρn-1σ=σρ}

I gruppi diedrali Dn
(gruppi di simmetria dei poligoni regolari)
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I gruppi ciclici Cn

C1={id} C2={ρ|ρ2=id} C3={ρ|ρ3=id}

C4={ρ|ρ4=id} C5={ρ|ρ5=id}

……….



Mathesis Bergamo – 13 dicembre 2019

D1 D2 D3 D4 D5

C1 C2 C3 C4 C5

Modelli di rosoni
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(paleolitico)

Fregi
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no
no

rotazioni ?

no

rifl. vert. ?

rifl. orizz. ?no

pm11rifl. orizz. ?

pmm2rifl. vert. ?

glissorifl. ?

p111 p1g1

p1m1 p112 pmg2

Classificazione dei fregi

no

no
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I sette gruppi dei fregi

Pmg2             .....↑↓↑↓↑↓↑↓....

Pmm2         ….HOHOHOHO….

P1m1             …..OKOKOK...

P1g1              .....↑E↓E↑E↓E...

Pm11            ...MAMAMAM…

P112           ….NONONONO…

P111             ...PAPAPAPA…

𝐺 = 𝜏, 𝜌, 𝜎, 𝜎′| 𝜎′ 𝑥, 𝑦 = (−𝑥, 𝑦)
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Egitto

Cnosso

I gruppi cristallografici piani o gruppi dei 

mosaici o gruppi da carte da parati o arabeschi
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Granada, Alhambra
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Restrizione cristallografica: le rotazioni dei mosaici 

possono avere ordine 1, 2, 3, 4 oppure 6 (ma non 5)

http://asymptotia.com/wp-images/2006/08/blue_flowers_close.jpg
http://asymptotia.com/wp-images/2006/08/blue_flowers_close.jpg
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p1 p2 p3

p4 p6

pm pg

cm pmm

cm

m

pmg

pgg

p4g p31m

p3m1 p6m

p4m
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Rotaz. π/6? Rifles.? 

P6 P6m Rotaz. π/2? 

 

Rotaz. 2π/3? 

 

Rifles.? 

 

P4 

Assi per 

centri? 

P4g P4m 

Rotaz. π? 

 
Rifles.? Glissorifl.? P1 

Pg Glissorifl.? 

 

Pm Cm 

Rifles.? 

 

Glissorifl.? 

 

P2 Pg4 

Assi per 

centri? 

Pmg 
Centri di 

rotaz.? 

Cmm Pmm 

Rifles.? 

 

P3 Centri di 

rotaz.? 

 

P31m P3m1 

I gruppi cristallografici piani
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p3
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p4g
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p4m
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M.C. Escher:

Simmetria p3 nel piano 

iperbolico

E in altri spazi ?



Nelle altre dimensioni?

Teorema: un sottogruppo finito di

rotazioni dello spazio è un gruppo

ciclico oppure diedrale oppure il

gruppo di simmetria rotazionale di

un solido regolare (tetraedro, 

ottaedro, icosaedro). 

Teorema: esistono 230 gruppi

cristallografici in tre dimensioni

Il “gruppo mostro”, il più grande dei gruppi semplici finiti, ha circa

808.017.424.794.512.875.886.459.904.961.710.757.005.754.368×109=

=246 · 320 · 59 · 76 · 112 · 133 · 17 · 19 · 23 · 29 · 31 · 41 · 47 · 59 · 71 (~1054)

e rappresenta un gruppo di rotazioni dello spazio a 199.883 dimensioni
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